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PSPACE-Vollstandigkeit

A language B is PSPACE-complete if it satisfies two conditions:

1. Bisin PSPACE, and
2. every A in PSPACE is polynomial time reducible to B.

[f B merely satisties condition 2, we say that 1t is PSPACE-hbard.
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rue Quantified Boolean j e ekl
FO rm u ‘a S erun schootLo conomics an aw

TQBF = {{¢)| ¢ 1s a true fully quantified Boolean formula}

THEOREM
TQBF is PSPACE-complete.
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rue Quantified Boolean i ek i
Formulas

Berlin School of Economics and Law
1) TQBF ist in PSPACE

2) Filr ein Wor+ w und eine Sprache A in PSPACE, konstruieren wir eine Formel,
welche gevan davn erfilllvar ist, falls w in A

Die Tdee ist, eine Formel Gc, eyt 21 konstruieren, welche genan wahr ist, falls von der Konfig. ¢_1
zur Kowfig. c_2 n + Schritten gelangt werden kan. Die Formel Qcyy, cuccepr, i Wit 1 = 270 (n"k)
ware davn die gesuchte Formel,

Eiv erster (rekursiver) Avsate wire @y ,ep.t = My [@cl my,t N Omy ey _}

/ .
35‘311 RN 1Y

wird expovewtiell grok
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rue Quantified Boolean i ek i

Berlin School of Economics and Law
Formulas

1) TQPBF ist in PSPACE
2) Filr ein Wor+ w und eine Sprache A in PSPACE, konstruieren wir eine Formel,
welche gevan davn erfilllvar ist, falls w in A

Die Tdee ist, eine Formel Gc, eyt 21 konstruieren, welche genan wahr ist, falls von der Konfig. ¢_1
zur Kowfig. c_2 n + Schritten gelangt werden kan. Die Formel Qcyy, cuccepr, i Wit 1 = 270 (n"k)
ware davn die gesuchte Formel,

Verbesserter Ansatz Ger.opt = Amy V{e,cq) € {(c1.my), (mi.c0)} [0

oy g L
- fﬂlguf-'4:§:|

Vo € {y.z} .. Jsteht firve [(z=yVr=2z) — ...]

~

muss v der Formel durch
Hauivalenz” ersetzt+ werden
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rue Quantified Boolean i ek i

Berlin School of Economics and Law
Formulas

1) TQPBF ist in PSPACE
2) Filr ein Wor+ w und eine Sprache A in PSPACE, konstruieren wir eine Formel,
welche gevan davn erfilllvar ist, falls w in A

Die Tdee ist, eine Formel Gc, eyt 21 konstruieren, welche genan wahr ist, falls von der Konfig. ¢_1
zur Kowfig. c_2 n + Schritten gelangt werden kan. Die Formel Qcyy, cuccepr, i Wit 1 = 270 (n"k)
ware davn die gesuchte Formel,

Verbesserter Ansatz Ger.opt = Amy V{e,cq) € {(c1.my), (mi.c0)} [0

oy g L
- fﬂlguf-'4:§:|

Jeder Rekursionslevel vergrslert die Formel wm O(n”k). Die Rekursionstiefe betragt ebenfalls
O (n"k) und damit insgesamt O (n"(2k)).
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Metatheorem 4! If a game features doors and pressure plates, and the avatar has
to reach an exit location in order to win, then:

If each door may be controlled by two pressure plates, then the game is

PSPACE-hard.
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,Gaming is hard”, Part Il

Start b——-------- - e e - B S
dx ' Vy dz L Yw
Finish - - b - -
Clause Clause Clause Clause Clause

(Aufbaun eives Levels, welcher eine TQBF simuliert)
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,Gaming is hard”, Part Il

Variable x an der S+telle i

/
Jgcciocioapiii=cosicsionpl

= m = — (D) €9 [] €9 €a)
— D A GRD L T

— N — " R |
SCESSIVND
2 ] [
q_ E

, realisiert
wit Tiren
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=
Metatheorem 5. If a game features doors and k-buttons, and the avatar has to
reach an exit location in order to win, then:

If k = 3, then the game is PSPACE-hard.
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,Gaming is hard”, Part Il

Simulation eiver Druckplatte wmit ,3-buttons”

Spieler kommt von
_a e / links
+b —-d
—c +c
il 1 B
—d +d
+c —c
-b +a
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A function t: N— N, where #(n) is at least O(nlogn), is called
time constructible it the function that maps the string 1™ to the

binary representation of £(n} is computable in time O(#(n)).

A functon f: N—— N, where f(n) is at least O(logn), is called
space constructible it the function that maps the string 1" to the
binary representation of f(n) is computable in space O(f(n)).
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Hierachy Theorems

THEOREM
Space hierarchy theorem For any space constructible function f: N'— N,
a language A exists that is decidable in O(f(n)) space but notin o(f(n)) space.

Der folgende Algorithmus D entscheidet eive Sprache A mit maximal O(f(n)) Speicher:

D = *On input w:

I. Let n be the length of w. Falls vaw, angenommen, eme

2. Compute f(n) using space constructibility, and mark off this WMaschine W die Sprache #
much tape. If later stages ever attempt to use more, reject. mit g(vn) Speicher entscheidet
3. If wis not of the form {A}10* for some TM M, reject. und @(VI) i o(f(n)), dawn
4. Simulate M on w while counting the number of steps used in @r@]b{— sich hier ein
the simulation. If the count ever exceeds 2/ reject. widerspruch.

5. If M accepts, reject. If M rejects, accept.” <«

18.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 15
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Hierachy Theorems

THEOREM

Space hierarchy theorem For any space constructible function f: N'— N,
a language A exists that is decidable in O(f(n)) space but notin o(f(n)) space.

COROLLARY

For any two real numbers 0 < ¢; < e,

SPACE(nt) C SPACE(n*?).

CORCLLARY
PSPACE C EXPSPACE= |J, SPACE(2"")
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Hierachy Theorems
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THEOREM

Time hierarchy theorem For any time constructible function t: N'— N,
a language A exists that is decidable in O(t(n)) time but not decidable in time

o(t(n)/logt(n)).

Ahlich wie beim Space Hierachy Theorem entscheidet D die Sprache A in O(+(n)) Schritten:

D = “On input w:

1. Letn be the length of w. Das Counterupdate kostet pro
2. Compute #(n) using time constructibility, and store the value _— Sehritt jeweils O(log +(n)).
it(n)/logt(n)| in a binary counter. Decrement this counter Dawmit also insgesamt O(+(wn))
before each step used to carry out stages 3, 4, and 5. If the Schrit+e.
counter ever hits 0, reject. Sollte eine Maschine W in
3. Ifw is not of the form (M)10* for some TM M, reject. : .
. weviiger (wie i Theorem)
4. Simulate M on w. Schritten entscheide ergdbe
5. If M accepts, then reject. If M rejects, then accept.” N ents W, 56 erg

18.03.2026

sich hier ein Widerspruch.
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Hierachy Theorems
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THEOREM

Time hierarchy theorem For any time constructible function t: N'— N,
a language A exists that is decidable in O(t(n)) time but not decidable in time

o(t(n)/logt(n)).

COROLLARY
For any two real numbers 1 < ¢; < €3,

TIME(n®) ¢ TIME(n‘2).
COROLLARY

P C EXPTIME.

Prof. Dr. Bjorn Grohmann 18



Hochschule fir
Wirtschaft und Recht Berlin

Berlin School of Economics and Law

Hierachy Theorems

Warum ist die Vorausseteung), dass eine Funktion
Ame-constructivle” sein muss notwendig?

18.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 19



Hochschule fur
Wirtschaft und Recht Berlin
Gap Theorem

Berlin School of Economics and Law

wWeil es aunch ,seltsame” Funktionen gilrt:

Theorem (Gap Theorem, Trakhtenbrot, Borodin) There exists a

computable function f such that TIME(f(n)) = TIME(2/(™).

18.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 20
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Gap Theorem

Theorem (Gap Theorem, Trakhtenbrot, Borodin) There exists a

computable function f such that TIME(f(n)) = TIME(2/(™).

Zum Beweis sei {M_e3 eine Aufeahlung aller (ubeschrankten) det. TWs, Wir kowstruieren eine
Fumktion £ in Schritten, wobei £ in jedem Schritt e folgende Bedingung erfilllen soll:

Vr(lz| =n = e A M(z)] in t steps =t & (f(n),2/")])
Falls vam eine Sprache A € TIME(2/(), was durch eine Maschine W_e bezeuat wird, gitt nach

Voraunssetzung filr alle x der Lange griker als e, dass WM_e die Eingabe x in hschstens £(n)
Sehritten akeeptiert und damit A € TIME(f(n)).

18.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 21
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Gap Theorem

Iv Schritt v wird £(n) van wie folgt defiviert:
Betrachte folgende Sequenz von Zahlew: kg = 0, kyyy = 2%

Filr alle Berechnumagen WM_e(x) mit e <= v = Lange von X, so dass M_e(x) in t_ex Schritten halt,
gilbt es davn ein kleinstes k_|, so dass keives der +_ex in dem Iutervall (k_I, 2 (k_1)] lieat.

Definiere £(n) = k_I.

18.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 22
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Speed-Up Theorem

webenso gibt es auch ,settsame” Sprachew:

Theorem (Speed-Up Theorem, M. Blum ) There exists a com-

putable set A such that for every index e for A there is another index i for A

such that Avzahl der Berechnungssehritte,
‘v’mx((bi(m) < log @E(J_.‘)ﬂ./ falls W_e(x) halt.

That 1s, the program M; computes A exponentially faster than M,.

(V> bedeutet hier ,fast alle”, also alle, bis auf endlich viele)

18.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 23
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Speed-Up Theorem

Zundchst setzten wir g(z) = 22, 99 (z) = g(z) und ¢V (2) = g(¢™(2)). Fitr x > e +1 ist
donn h,(z) = g9 (0)damit ist he, wegen g(heiq(z)) = he(z), eine Familie abnehmender
Funktionen.

Wir bestimmen nun filr jedes x den Wert A(x), dh. ob x eu A gehsrt oder nicht, indem wir fidr alle
& <= X testen, ob e noch vicht markiert (,cancelled”) und ob gilt @o(x) < he(x). Filr das kleinste
e dieserart definieren wir A(x) = 1 — M (z) und markieren e.

~—

Dlagonalisierung

18.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 24
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Speed-Up Theorem

Zundchst setzten wir g(z) = 22, 99 (z) = g(z) und ¢V (2) = g(¢™(2)). Fitr x > e +1 ist
donn h,(z) = g9 (0)damit ist he, wegen g(heiq(z)) = he(z), eine Familie abnehmender
Funktionen.

Wir bestimmen nun filr jedes x den Wert A(x), dh. ob x eu A gehsrt oder nicht, indem wir fidr alle
e <= X testen, ob e noch vicht markiert (,cancelled”) wnd ob gilt @.(x) < he(x). Filr das Kleinste
e dieserart definieren wir A(x) = 1 — M (z) und markieren e.

Damit gilt filr jedes ¢, dass, falls filr unendlich viele x gilt @.(x) < h.(x), folgt M, # A

(M_e stelt hier auch fir die Sprache, welche die Maschine akzeptiert). Oder anders
aeschrieben: Ye(M, = A = Y™z h.(z) < D.(2)).

™~ (vedenke aber, dass _e wit
wachsendem e immer kleiner wird)

18.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 25
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Speed-Up Theorem

Um nun A(x) zu berechven, kann man fidr jedes e <= x W_e(x) fiir _e(x) Schritte laufen lassen.
Wit Hilfe der endlichen Menge F,, = {(e,z,A(z)) : e < u A e cancelled at stage x}, filr eine
vatiirliche Zahl u, genilgt es aber aunch, dies war filr n <= € <= x zu tun (da die benstigte
TIuformation filr € < u aus F_u abgelesen werden kawn).

Diese Berechnung davert aber var h,(z) + ... + h(x) Schritte, und damit ist die Laufeeit,
filr die ersten x Stufen, von oben beschrankt durch z - (h, () + ... + hy(x)) < hy_1(x) (fir

fast alle x).
Da u beliebig grok gewanlt werden kanv gilt somit Vedi (L‘g = AANY®z Di(x) < heH(:.z:)) und
damit insgesamt

D;(x) < hey1(z) < loghe(z) < log ®e(x)

18.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 26
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Orakel Turing Maschine

An oracle for a language A is a device that is capable of reporting
whether any string w 1s a member ot A. An eracle Turing machine
M# is a modified Turing machine that has the additional capability
of querying an oracle. Whenever M writes a string on a special
ovacle tape it is informed whether that string is a member of A4, in
a single computation step.

Let P# be the class of languages decidable with a polynomial
time oracle Turing machine that uses oracle 4. Define NP* simi-
larly.

18.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 27
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Relativierung

Kann Relativierung dabei helfen
Komplexitatsklassen eun separieren?

18.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 28
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Relativierung

THEOREM

1. An oracle A exists whereby P* # NP*.
2. An oracle B exists whereby PZ = NP”,

18.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 29
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Relativierung

2. Wahle filr B etwa TQBF und dami+ NPTBF € NPSPACE C PSPACE C p7@8F
1. Wir konstruieren eiv Orakel A, so dass die Sprache

La=A{w|FzcAl|lz|=u|]}

vicnt in P2 liegt (offensichtlich liegt sie in NP4),

Dazn betrachten wir die Liste M_1, M_2, M_3, ... aller poluymomial-Zeit-Orakel-TWs,

Wir konstruieren A in Schrittew:

Schritt 1: Wahle endliche viele beliebige Strings und packe sie in A.

Schritt it Wahle v, so dass 2™ griRer als die Lanfeeit p_i(n) von W_i und grsler als die Lange

aller bisherigen Strings in A. /

p_i ist ein polynom

18.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 30
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Relativierung

2. Wahle filr B etwa TQBF und dami+ NPTBF € NPSPACE C PSPACE C p7@8F
1. Wir konstruieren eiv Orakel A, so dass die Sprache

La=A{w|FzcAl|lz|=u|]}

vicnt in P2 liegt (offensichtlich liegt sie in NP4),

Dazn betrachten wir die Liste M_1, M_2, M_3, ... aller poluymomial-Zeit-Orakel-TWs,

Wir konstruieren A in Schrittew:

Schritt 1: Wahle endliche viele beliebige Strings und packe sie in A.

Schritt it Wahle v, so dass 2™ griRer als die Lanfeeit p_i(n) von W_i und grsler als die Lange
aller bisherigen Strings in A. Lasse W_i mit Eingabe 1w lanfen.

™~

also eine Eingabe der Lange v

18.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 31
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Relativierung

2. Wahle filr B etwa TQBF und dami+ NPTBF € NPSPACE C PSPACE C p7@8F
1. Wir konstruieren eiv Orakel A, so dass die Sprache

La=A{w|FzcAl|lz|=u|]}

vicnt in P2 liegt (offensichtlich liegt sie in NP4),

Dazn betrachten wir die Liste M_1, M_2, M_3, ... aller poluymomial-Zeit-Orakel-TWs,

Wir konstruieren A in Schrittew:

Schritt 1: Wahle endliche viele beliebige Strings und packe sie in A.

Schritt it Wahle v, so dass 2™ griRer als die Lanfeeit p_i(n) von W_i und grsler als die Lange
aller bisherigen Strings in A. Lasse M_i mit Eingabe 1" lanfen. Falls W_i das Orakel vach y
fragt und der Status von y feststeht, antworte gemal dem Status. Falls der Status vicht
feststeht antworte mit ,Nein” und setze den Status von y als vicht in A”. Lass W_i solange
laufen bis es halt. Falls W_i akeeptiert, erhalten alle verbleibenden Strings der Lange v dew

Status wmicht n A”. <« '\

Diagonalisierung

18.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 32
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Relativierung

2. Wahle filr B etwa TQBF und dami+ NPTBF € NPSPACE C PSPACE C p7@8F
1. Wir konstruieren eiv Orakel A, so dass die Sprache

La=A{w|FzcAl|lz|=u|]}

vicnt in P2 liegt (offensichtlich liegt sie in NP4),

Dazn betrachten wir die Liste M_1, M_2, M_3, ... aller poluymomial-Zeit-Orakel-TWs,

Wir konstruieren A in Schrittew:

Schritt 1: Wahle endliche viele beliebige Strings und packe sie in A.

Schritt it Wahle v, so dass 2™ griRer als die Lanfeeit p_i(n) von W_i und grsler als die Lange
aller bisherigen Strings in A. Lasse M_i mit Eingabe 1" lanfen. Falls W_i das Orakel vach y
fragt und der Status von y feststeht, antworte gemal dem Status. Falls der Status vicht
feststeht antworte mit ,Nein” und setze den Status von y als vicht in A”. Lass W_i solange
laufen bis es halt. Falls W_i akeeptiert, erhalten alle verbleibenden Strings der Lange v dew
Status micht n A Falls M_i nicht akzeptiert, so wahle ein Element, nach welchem W_i das
Orakel vicht gefragt hat und filge es zun A hinea, S~

das aeht, da 2™ grsker p_i(v)
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Relativierung

2. Wahle filr B etwa TQBF und dami+ NPTBF € NPSPACE C PSPACE C p7@8F
1. Wir konstruieren eiv Orakel A, so dass die Sprache

La=A{w|FzcAl|lz|=u|]}

vicnt in P2 liegt (offensichtlich liegt sie in NP4),

Dazn betrachten wir die Liste M_1, M_2, M_3, ... aller poluymomial-Zeit-Orakel-TWs,

Wir konstruieren A in Schrittew:

Schritt 1: Wahle endliche viele beliebige Strings und packe sie in A.

Schritt it Wahle v, so dass 2™ griRer als die Lanfeeit p_i(n) von W_i und grsler als die Lange
aller bisherigen Strings in A. Lasse M_i mit Eingabe 1" lanfen. Falls W_i das Orakel vach y
fragt und der Status von y feststeht, antworte gemal dem Status. Falls der Status vicht
feststeht antworte mit ,Nein” und setze den Status von y als vicht in A”. Lass W_i solange
laufen bis es halt. Falls W_i akeeptiert, erhalten alle verbleibenden Strings der Lange v dew
Status micht n A Falls M_i nicht akzeptiert, so wahle ein Element, nach welchem W_i das
Orakel nicht gefragt hat und filge es zu A hinen. Fahre mit Schritt i+ fort,

18.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 34
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Polynomial Hierachy

Fiir eine Klasse C definieren wir 3C = {z : Iy (z y) € B} (and analog) filr den Allguantor).

AN

Demnach gilt also 2. B. 3P = NP, bew. VP = co-NP.

€5 existiert ein String der
Lange <= p(|x])”

\ Fiir eine Klasse C ist ein Problem ist in
Co-C, falls das duale Problem in C ist

Wir setzen jetet Y =I5 = P, uwd dawv filr alle w:

18.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 35
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Polynomial Hierachy

For every i > 1, a language L is in 37 if there exists a polynomial-time TM M and
a polynomial ¢ such that

ze L e Ju e {0,119 vy e 10, 119050 L Quuy € 10, 13900 AL (2, g, ) = 1

die where (); denotes ¥ or 3 depending on whether i is even or odd respectively.
Quawntoren

altervieren We say that L is in 117 if there exists a polynomial-time TM M and a polynomial
hier ¢ such that

\

v e L e Yu € {0,1190%0) 305 £ {0, 119050 . Qs € £0, 1190 Af (2, g, ) = 1
where (); denotes 3 or ¥ depending on whether i is even or odd respectively.

The polynomial hierarchy is the set PH = U; 3%

18.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 36



Hochschule fir
Wirtschaft und Recht Berlin
Berlin School of Economics and Law

Polynomial Hierachy

Sei NP© =NP(C) = J {NP : C € C}. Dawm gjlt filr jedes w > 01 3P | = NP(Z2).

Fiir Jedes S 3P, gibt es vach Definition ein S* aus I, sodass S = ¢, ex-poly. y mit (xy) in S'3.
Dawmit ist S aber in NP(IIP)= NP(ZP).

Sei umgekehrt S in NP(X2). Dawn existiert eu eiver Eingabe x also eine Reihe von Queries a_i(xy)
an ein Orakel S’ ans Y . Da diese adaptiv sein knnen nelmen wir an, dass die TW die Anwor+ew
a_i(xM) sthow ivm Vorfeld rat. €s gilt davn, dass x i S, genan danwn wewn

q(x.y)
3y (A(xay) A ((a(”(xay)= 1) & (Q‘”(x,y)eS’))) VA

i=l
s exisitert eine — / \

Reihe von Queries : :
s6 dass die TW x und die geratenen Antworten mit den

akzeptiert Antworten des Orakels ilbereinstimmen

18.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 37
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Polynomial Hierachy

n+1
Vollstawndiges Problem filr Level i: S 15
YiSAT = JurVua3 - - - Qius p(ur,ua, ..., u;) =1 \ ) /
| | - SF =11 = P.
Falls es ein vollstandiges Problem filr PH : _
geben sollte, so kollabiert PH. N Y1 = NP(XD).
3
. . . / \ Hﬂﬂ = CO‘Esz-
es ist leicht einzusehen, dass w7 A
p - ]
PH C PSPACE N Ay =P0).
AL PH = J,., 2.
Falls yedoch PH = PSPACE / \ i
. NP =3¥ [} = co-NP
gelten solite, so kollabiert PH. S

18.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 38
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Circuit Complexity

A Boolean circuit is a collection of gates and inputs connected by
wires, Cycles aren’t permitted. Gates take three forms: AND gates,
OR gates, and NOT gates, as shown schematically in the following

higure.
1nputs
| outputs
AND OR NOT
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Circuit Complexity

. inputs 0 1 0
Input Ty Iy &L
variables

/ output gate

(-
o \
Anzanl der

Auswertung
Jates” Ldnge des langsten
heilk+ die Pfads heikt ,deptih”
,Size”
18.03.2026
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A civeuit family C is an infinite list of circuits, (Cy, Cy,Cy. ... ),
where ', has n input variables. We say that €' decides a language
A over {0,1} if, for every string w,

we A it Cplw) =1,

where 7 1s the length of w.
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Circuit Complexity

The cirenit size complexity of a language is the size complexity of
a minimal circuit family for that language. The circuit depth com-
plexity of a language is defined similarly, using depth instead of size.
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Circuit Complexity

THEOREM

Lett: NN be a function, where t(n) > n. If A € TIME(#(n)), then A has
circuit complexity O(t4(n}).
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Circuit Complexity

1 2 3 . . o t(n)
ceH[lJ}f 300 100 u|u u| +.. |u Start conﬁguratim?
second configuration

der Wert einer Zelle, hanat von den 3
Vorgangerwerten ab, dh. der ,circuit”
verbindet diese jeweils. Da eine Zelle auch die
- Zustande und das ,blank” kodiert, sielht der

L e JLirenit” an dieser Stelle etwa so ans:
TO 1 | QO 0[9®---0l@®-O
cell[t(n),1] o

{(accept s ‘ R
posiu%n) _ ~ Avm.al/\l der
t(n)th configuration verschiedeven

- :
o , Zeichew
Hier wird angenommen, dass man av diesewm

Feld sehen kaww, ob die TW akzeptiert.
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For a given function s : IN — IN, SIZE(s(n)) denotes the class of langnages
L that are computed by a circuit family such that the size of C), 1s bounded

by s(n).
Proposition Any language L C {0,1}* is in SIZE(O(2™)).
Proposition (Shannon) There are languages that do not have subez-

ponential circuit size: For any s such that s(n) = 2°(") there is a language

L & SIZE(s(n)).
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Definition 7.3.1. Let C be a complexity class and let F be a class of advice
functions of the form s : N — {0,1}*. We think of s as giving an advice
string for every length n. Then € /F is the class of all sets of the form

{z: (x.s(|z])) € B}

for some B € C and some s € F.
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Circuit Complexity

Theorem P /poly = SIZE(n?W).
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Circuit Complexity

Theorem P /poly = SIZE(n?W).

DieRichtumg P/poly C SIZE(n®W) haben wir schon gezeigt, da filr eine Sprache A, welche in
O(+(n)) Schritten entschieden werden kawn, filr Elemente fester Lange v anch imwmer e ,circuit”
der Groke O(+(n)"2) existiert, welcher diese entscheidet.

DieRichtung SIZE(n°W) C P/poly ailt, da die ,circuits” in polynomialer Zeit ansgewertet
ke, d . die Menge B = {(z,C) : C circuit A C(x) = 1} ist v P. Damit gilt dawn fiir eive
Sprache A x € A & (x,C,) € B und somit A € P /poly.
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Circuit Complexity

Theorem P/poly =|J{P(S): S sparse}.

N

Eine Menge S ist ,sparse”, falls ein
Polynom s existiert, so dass fir alle v

1SN {0,1}="| < s(n)
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Circuit Complexity

Theorem P/poly =|J{P(S): S sparse}.

Angevommen, dass A v P/poly mit eiver polynomial beschrankten ,advice”-Fuvktion £, so kbuven wir
eive ,sparse” Menge defivieren, durch

S={(0"z2):2C f(n)}
™~

J2 ist Prafix von £(n)”

Gilt umgekehrt A = M=, mit eiver ,sparsen” Menge S und W lanft p(n) Schritte. Dann kbuven filr
jede Lange von x die Elemente S N {0, 1}<P1=Din einen ,advice”-String f(|z|) geschrieben werden
und diesers statt des Orakels verwendet werden.
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Circuit Complexity

Die Klasse P/lpoly ist insofern etwas ,settsam” als dass ¢ B. gilt:
Theorem P /poly contains non-recursive languages.

(d. ,unentscheidvar”)

Nichtsdestotrote ist ein msglicher Ansate um P l= NP 2u zeigen, eun beweisen, dass NP vichit in
P/poly enthalten ist (P ist vatiirlich trivialerweise in P/poly). Sollte dies dewnoch der Fall sein, so
kann man 2.B. zeigev, dass PH auf die zweite Stufe kollabiert.
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Interactive Proofs

Sivd diese beiden Graphen
5 isomorph?
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Interactive Proofs

Aber wie beweise ich, dass ewei Graphen G und H vicht isomorph sind?
Luey hat

unbeschrankte
Rechevpower

Bei Kopf: Wahle einen zu (G isomorphen Graph

\

((o.

S
v

Bei Zahl: Wahle eiven zu H isomorphen Graph

Kopf/Zahl
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Interactive Proofs

Ein Verifier ist eine Funktion V@ 3% x X% x ¥ ¥* U {accept, reject }

Ein Prover ist eive Funktion P:Y*x»X— Z*
Wor+t der Lange v

Prover wid Verifier schicken sich eine Reihe von Nachrichten, raudom string
wobei \ akzeptiert (entsprechend, falls V ablelhwt), falls: /(der Linge p(n))
1. for 0 < i < k, where i is an even number, V (w, r.m# - #m;) = myy;
2. for 0 < i < k, where i i1s an odd number, P{w,m.#---#m;) = m;.; and

3. the final message my in the message history is accept. \
Nachricht

N
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Interactive Proofs

Say that language A is in IP if some polynomial time function V
and_arbitrary function P exist, where for every function P and

An. der string

Prover hat 1. w € Aimplies PI’[VHP accepts ’u;} > 2 and
Jabegrevete o - S
Rechenpower” 2. w ¢ Aimplies Pr[VHP accepts fw} < 3.

N\

die Wahrscheinlichkeit geht iber alle random strings
der Lavge p(n), wobei v die Lange von w
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Interactive Proofs

LEMMA
IP € PSPACE.
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Interactive Proofs

Es gevilgt folaenden Wert mit Hilfe einer PSPACE-TW zu berechnen:
Pr|V accepts u;] = max Pr Ve P accepts w |
Dieser ist mindestens 2/3, falls w aus A und hischstens 1/3, falls w vicht aus A ist.

Das (simulierte) Protokoll sieht als Baum so aus: bilde hier das

bilde hier das (@cwicWr@Jrc) Wittel Maximum dber die

iver die Wahrscheinlichkeitew der Wahrscheinlichkeiten
N / \ / der Kinder
die Hshe des /
Baums ist / \ / \

hschsten p(n)
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IP=PSPACE

THEOREM
IP = PSPACE.
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IP=PSPACE

Wie ilbereengt ein Prover eivew Verifier, dass eive ,Quantified Boolean Funetion” (QBT)
erfilllbar ist?

Beispiel: B =Vx[x VvV 3x,Vx,(x; Ax,) Vx,;]

Tdee: | y der QBF

A = Ql}[(1_21)+ 2 [l (22, +2y)

/ ze{0.1} <10, 1)

hier gilt A=2
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Arithmetisierung eiver QBF:

(1) Replace each Boolean variable x, by a new variable z, which can range
over the (positive and negative) integers Z.

(2) Replace each occurrence of X, by (1 — z)).

(3) Replace A by integer multiplication -, Vv by integer addition +, the
universal quantification Vx, by the integer product Il, . ), and the
existential quantifier 3x; by the integer sum 2. o 4y

(wir velmen am, dass alle Negationen in der QBT bis eu dew Variablen darchgereicht wurden)
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IP=PSPACE

THEOREM A closed QBF B is true iff the value of its arithmetic form A is
nonzero.
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|IP=PSPACE
B =Vx[Xx V 3x,Vxy(x; Ax,) V]

A= 1]

z,e{0,1}

(1 —2z) + Z 11 (z) -2y + z3)

z,e{0.1} 210, 1}

Wie ilberzenat ein Prover eiven Verifier, dass eine ,arithmetisierte” QBT eivew Wert > D hat?
Tdee: bilde eine Vou A

A’—[(1—~z1)+ ST (a7 +2)

ZEE{U, 1} z3€1{0,1}

und schreibe A’ als Polyvwom Verifier V
(z) =22 +1 « iberpriift, ob
) a(0)*a(1) = 2
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|IP=PSPACE
Als vachstes wahlt V eine Zufallszahl, 28,3, Diese wird in A, bew 4 eingesetet:

A’(z1=3)=[(1—3)+ Y TI 2+ 2)

Zz'E{U, l} Z3E{01 ]-}

/0(3) = 10

Dieser Term wird noch abgezogen und vam muss der Prover
den Verifier ilberzengen, dass

A= ) Il Bz, +z3)=10-(=-2) =12
z,e{0.1} 2310, 1}
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IP=PSPACE

R,
|

1_[ (3z, + z3)

z,e{0.1) 20,1}
bilde wie vorher

A= 11 Bz, +2z)
:qE{U’,l}

Zusammen mit de I i
sammen m m Polynom Verifier V

iberprift, ob
4(0)+4(1) =12

g(z,) = 923 + 3z, <
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IP=PSPACE

Als vachstes wahlt V eine Zufallszahl, 28. , 2. Diese wird in 4 eingesetet:

Gg2)=9-4+3-2=42 = A= [] (6+z)
z,=40. 1}

bilde wie vorher A = (6 + z4)

Zusamimev Wit dem Polyvom g(zy) =z, + 6

Verifier V iberprift, ob 4(0)*a(1) = 42, wahlt eive Zahl, 2.B. ,5” und iberprift
selbst, ob

A(z, =5y =(6+5)=11=5+ 6 = g(5)
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IP=PSPACE

Wie grol kaww der ,aritimetische Wert” einer Formel werden?

Beispiel: b =VxVx, --Vx,_3dx,(x, VX,)

THEOREM Let B be a closed OBF of size n. Then the value of its arithmelic

form A cannot exceed 0(22”‘\
das kawn eiv polynowmialer Verifier aber

nicht ilberpriifen!
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IP=PSPACE

THEOREM Let B be a closed QBF of size n. Then there exists a prime p of
length polynomial in n such that A # 0 (mod p) iff B is true.

18.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 68



Hochschule fur

Wirtschaft und Recht Berlin
| P — P S PAC E Berlin School of Economics and Law
Wie grok kawn der Grad des Polynowms zu eiver ,funktionalen Form” werden?

A= I1 I1 = 1 (2 42+ +z)

2,€{0,1} z,e {0, 1} z,e{0.1}

q(zp) = 11 - 11 (zy + 2, + 0 +2,)

v\zaE{(},l} z,€10,1}

dieses Polynomn hat den Grad 22(n-1). Auch das kswnte
ein polyvwomialer Verifier nicht verarbeiten
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IP=PSPACE

Definition. A closed QBF is called simiple if in the given syntactic represen-
tation every occurrence of each variable 1s separated from its point of quantifi-
cation by at most one universal quantifier (and arbitrarily many other symbols).

Vax Vx,3x[(x; Vx,) AV, (x, Axy Axy)l \

/ Vi, Vx,[(x, Axy) AV (X, Axs)l

diese vicht

diese QBF ist ,simple”
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IP=PSPACE

THEOREM Every QBF of size n can be transformed into an equivalent
simple QBF whose size is polynomial in n.

THEOREM If B is simple, then the degree of the polynomial g(z,) that
describes the functional form of A grows at most linearly with the size of B.
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IP=PSPACE

Filr a = A mod p gelnt der nteraktive Beweis, dass a |= 0 ist so, dass P den Wert a und p am V
schickt*. A selbst kommt ewischenzeitlich in der Form A_1 + A_2 oder A_1* A_2 Vor, wobei nur
A_2 mit Summen- oder Produkteeichen beginnt, Ferver ist a_1 = A_1 mod p.

(1) If A, is empty, V stops and accepts the claim iff a = «,.

(2) If A, is nonempty, V' replaces A by A,, and replaces @ by a — a, (mod p)
or a /a, (mod p) (depending on the operator that connects 4, and A,). If
V tries to divide a by @, = 0 (mod p), he stops and accepts the claim iff
a = 0 (mod p).

(3) Otherwise, P sends the polynomial descriptions g(z,) of 4’ to V. V' checks
that a = g(0) 4+ g{1) (mod p) or a = g(0) - g(1) (mod p) (depending on the
first symbol of A4,), sends a random r € Z, to P, replaces A by A'(z, = r)
(mod p), and replaces a by g(r) (mod p).

*V kawv in polynowialer Zeit iberpriifen, ob p eine Primeahl ist
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IP=PSPACE

THEOREM

(1) When B is true and P is honest, V always accepts the proof.
(2) When B is false, V accepts the proof with negligible probability.
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A probabilistic Turing machine M is a type of nondeterministic
Turing machine in which each nondeterministic step 1s called a
coin-flip step and has two legal next moves. We assign a proba-
bility to each branch b of M’s computation on input w as follows.

Define the probability of branch b to be
Prib] =2%,

where k is the number of coin-flip steps that occur on branch 4.
Define the probability that M accepts w to be

Pr[M accepts w| = Z Pr[b].

b is an
accepting branch
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PP

Definition 6.1.1. The class PP, for probabilistic polynomial time, 1s the class
of sets L that are computed 1 polynomial time by a probabilistic machine
such that

r € L < the fraction of accepting paths 1s > %3

b2 | =

r & L < the fraction of rejecting paths is >
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PP

Es gilt NP C PP C PSPACE, dewv eine PSPACE Maschive kawn alle Pfade ,abklappern”, und
eine NP WMaschine kaww leicht umgebaut werdew, so dass, i Falle einer Akeeptane, immer aunch
mehr als die Hailftre der Pfade akeeptiert:

ITI1TTI111I11111
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PP

Die Sprache MAJ = {p : ¢ is satisfied by more than % of all assignments}, wobel ¢ eine
Boolsche Funktion ist, ist offeusichtlich in PP.
Wir zeigew, dass die Klasse PP auch die Sprache

SA = {{p, 1) : ¢ is satisfied by more than i assignments}
enthalt und eudem gilt:

Theorem The sets MAJ and SA are PP-complete.

Wir defivieren filr jede Eingabe (¢, 1), filr eine Formel mit m Variablen eine neue Formel mit m+1
Varidblen darch (y A ) V (my A1), wobei ¥ eine Formel ist, welche genan 2™ — i erfilllende
Belegunaen hat. Genan dawn hat vun @ melr als i erfilllende Belegungen, falls die veue Formel
mehr als ¢ 4+ 2™ — i = 2m = 22m+1 solcher Belegungen besitet und somit SA <P, MAJ.

Eine Sprache A ams ?1’ welche v p(n) entscheidet, ob ein Elewment x zu A gehirt, hat im positiven
Fall mehr als 2P =1 gz eptierende Pfade. GemaR dewm Cook-Levin-Theorem exisitiert zu diesem x
dawn auch eine Forvn@l Pz, mnd damit A <P SA, mittels x s (p,, 2001,
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Definition 6.1.5. The class BPP, for bounded probabilistic polynomaial time.
1s the class of sets L that are recognized in polynomial time by probabilistic

machines with error probability bounded away from %._ 1.e. such that for some
e > (0 and every .

r € L. & the fraction of accepting paths i1s > % + &,

r & L & the fraction of rejecting paths is > % + €.

O\

der entscheidende Unterschied
ist hier, dass diese Konstante
mabhdngio vow der Eingabe ist
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BPP

Theorem A € BPP if and only if for all polynomials p there is a prob-
abilistic Turing machine recognizing A in polynomial time with error proba-
bility < 5t

Wir nelimen aw, dass die Maschine WM die Elemewte der Sprache A mit einer Fehlerwahrschein-
lichkeit von = < 3 akeeptiert. Filr § = 1 — ¢ und ein Polynom p, wahle q(n) = c*p(n), mit einer
Konstaten ¢, filr die gilt .1

(420)" < 5
Die Tdee ist nun die Maschine m = 2q(n) + 1 mal laufen zu lassen und genan danv zu
akzeptieren, falls mehr als die Halfte der Fille akeeptiert.

Die Wahrscheivlichkeit, dass hierbei falsch entschieden wird liegt davn bei

a() a(n)
m ] — m m T m m m ]_
: ole™I < 22 229M _ (4=85)2 ) cp(n)
jZO(J) 5% 2;(,;) < §7:22 (4€0)® < (420)™" < 5w
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Theorem BPP C P /poly

Filr L ans BPP diirfen wir aumelmen, dass die Fehlerwahrscheivlichkeit der zngehsrigen Maschine
kleiner als 27 (-n) ist. Damit ergibt sich davn aber:

Prob, |3z € {0,1}" : M(x,7) # yr(z)] < Z Prob, [M(x,r) # yo(z)] <2"-2 " =1.

rc{0,1}" \

Lharakteristische Funktion”
vow L

Damit existiert aber mindestens ein r, so dass filr alle x (der Lange v) git M (z,7) = xr(x).
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Eine Sprache ans BPP besitet sogar ,ziemlich viele” advice strings:
Theorem (Adleman) The following are equivalent.

(i) A €BPP,

(11) For any polynomial q there exist B € P and a polynomial p such that
for all n, among all strings of length p(n) there are at least

1
p(n) _
v (1 1),

correct advice strings y for A at length n

(P dass x € A <= (z,y) € B filr Jedes x der Lange n)
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BPP
Theorem BPP C ¥ NI

Es gevilgt en zeigen, dass BPP C 38, da BPP abgeschlossen gegenilber Komplementbildung ist.

Filr eive Sprache L aus BPP ditrfen wir zudem anvelmen, dass es eine WMaschive gibt, welche L
mit einer Fehlerwahrscheinlichkeit <= 2™ akeeptiert. Sei | = p(n) die Lanfeeit von W (die Lange
des langsten Pfads), x ein bivdrer String der Lange v und r ein Pfad (dargestellt als bindrer
String der Lange |). Wir betrachten die Wenge A(x) der Pfade, welche x akeeptieren:

= {r € {0,1}' : M(z,r) accepts}

Fidr ein + ans {013 definieren wir die Travslation von A, A(x) +t = {-r Lt:re A(m)}, wobei
die Addition eivewm ,xor” entspricht.
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BPP

Claim 1. It |A( )| =241 — —) then there exist ¢1...7;, all of length [/, such
that |J; A(z) + t; = {0, 1}~

Wir wahlen +_1, .., t_l eufillig und eeigen, dass filr die Menge S = | J. A(x) + t; gilt:
1 I
P P V+4] < (=
Tes) = rekean+a < (3)

Demvach gjilt also
7 Pr[3rr ¢S] < Zz?ﬂ_ziﬂﬂ 2"

und somit Pr S = {0,1}] > dh. es existieren t_1, .., +_|, so dass gilt S = {0, 1}%

_in
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BPP

Claim 2. If |[A(z)| < 2'5; then there do not exist ¢y ... # of length [ such that
U, A(z) +t, = {0, 1}".
Dies folgt aus der Beobachtung, dass filr jedes i gitt | A(x) + ;| < 27" and damit [-20-" < 2L

Damit ergibt sich wan die gesucht Darstellang in 35

r€L& It ...t €{0.1}vr € {0, 1} \/ M (xz,r +t;) accepts

1<a<l
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Gibt es BPP-vollstandige Probleme 7
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Parity P

/ sprich: ,Parity P’
Definition 16. A language L. € &P if there exists a poly-time deterministic TM M and polynomial p such
that

rel < #{uec{0,1}rl*)

M (x,u) = 1} is odd.

Hier interessiert+ also nur
das viedrigste Bit
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Theorem (Toda’s “First” Theorem). PH C BPP%P
Theorem (Toda’s “Second” Theorem). BPP®P C pPP

Corollary  (“Toda’s Theorem™). PH C PFP
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Wir zeigen eumindest, dass NP in BPP®YF enthalten ist:

Der folgende probabilistische Algorithmus ewtscheidet mit Hilfe eines @GP Orakels, ob eine
(anssagenlogische) Formel F erfiillbar ist.

Eingabe: F (eine aussagevlogische Formel) wmit n Variablen

1. Wahle eine zufillige Zanl k aus der Menge {0, 1, ..., n-13

2. Wahle eufallige Teilimengen S_A, ..., S_(k+2) der Menge ¢, ..., v3

3. Ewtscheide mit Hilfe des Orakels, ob die Konjumktion von F und Formeln [S_i] eive ungerade
Anzahl an erfiillenden Belegungen besitet \

Diese Formel ist genan danwn wahr,
falls eive ungerade Anzanl der
gewanlten x_) wahr ist, mit ) ans S_i
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Zundchst ist klar, dass, falls T uverfiillbar, der Algorithmus viemals ,ungerade” ansgeben kanw,
Wir nelmen nun an, dass ¥ m (> 0) erfilllende Belegungen besitet. Wit einer Wahrscheinlichkeit
vou mindestens 1/v wird k so gewdhit, dass gilt 2% <= m <= 2 (k+1).

Filr eive erfilllende Belegung b von F (wobei b 1= 0..0) gilt dawn also, dass diese jede Formel [S_i]
mit einer Wahrscheivlichkeit von Y2 ,ilbersteint”,

Erfiillende Belegungen von F

89
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oda‘s Theorem(e)

Zundchst ist klar, dass, falls T uverfiillbar, der Algorithmus viemals ,ungerade” ansgeben kanw,

Wir nelmen nun an, dass ¥ m (> 0) erfilllende Belegungen besitet. Wit einer Wahrscheinlichkeit
von mindestens 1/v wird k so gewahlt, dass gilt 2% <= m <= 2 (k+1).

Filr eive erfilllende Belegung b von F (wobei b 1= 0..0) gilt dawn also, dass diese jede Formel [S_i]
mit einer Wahrscheivlichkeit von Y2 ,ilbersteint”,

Damit ,ilberstent” die Belegung b davn die Kovjunketion von k+2 Formeln [S_1], ., [S_(k+1)] mit
einer Wahrscheinlichkeit von 1/2°(k+2.).

Die Wahrscheivlichkeit, dass ein bestimmtes b die einzige Belegung ist, welche ,iberlelbt” ist

somit:
pk+1 1

i (- Tyin) =g (-5 25 (1-50) = 7
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Damit ergibt sich eine Wahrscheinlichkeit, dass eine eivzige Belegung ,ilberlebt”

1 m ~ 2F
Zb ok+3 — 9k+3 = 9k+3
1

und somit insgesamt S da k ja ur” mit Wahrseheivlichkeit 1/v die ,richtige Wahl” ist.

Um darans nun einen BPP Algorithmus zu machen, milssen wir mehrere solcher ,geratenen”
Formeln (aber alle mit der selben Formel F als Bestandteil) durch ,oder” verkwiipfen. Im Falle
vou @P ist sogar méglich: bei der Konjunktion von zwei Formeln multipliziert sich die Aneahl der
Belegungen (umgerade mal ungerade = umgerade) und eive Negation ist maglich durch
hiveufilgen einer ,Dummy-Belegung™

Q0| =

Diese Formel hat genan eine
(FEAy)V (@A Aan A ﬂy)/ Beleagung melr als F

uid damit auch eive Disjunktion.
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Tusgesamt ldsst sich damit die Fehlerwahrscheivlichkeit des Algorithmus durch Verkwitpfung
von t Forimeln ,beliebig” senken:

()= (-0 =

dn. nach geeigneter Wahl vou + ist als die Wahrscheivlichkeit, dass der Algorithmas korrekt
entscheidet (ob F erfilllbar ist) groker als 1 — € .
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Ubersicht

PSPACE
®
pPP
Bppelr
PP
PH®
P da bisher vicht bekannt ist, ob
P = PSPACE ist, ist auch
NP (noch) wvich+t Klar, welche
Klassen davon echte

Teilklassew sind
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