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Ordne nach Schwierigkeit
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Rule 110
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Rule 110
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WHILE Programme
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GOTO Programme
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Turing Maschine
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Turing Maschine
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Turing Maschine

unendlich langes Band
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Turing Maschine
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Turing Maschine
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Turing Maschine
Wir suchen eine Turing Maschine, welche folgende Sprache akzeptiert:
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Turing Maschine
Wir suchen eine Turing Maschine, welche folgende Sprache akzeptiert:

Hier fehlen die 

„reject-Pfade“



Church-Turing These
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„Jede effektiv berechenbare 

Funktion kann durch eine 

Turing-Maschine berechnet werden“
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Turing Maschine
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Turing Maschine
„Multitape Turing Machine“

neue Symbole 
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Turing Maschine
„Multitape Turing Machine“



„Universal Turing Machine“
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Turing Maschine

Gödelnummer



„Nondeterministic Turing Machine“
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Turing Maschine
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Turing Maschine
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Turing Maschine
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Entscheidbarkeit

„rekursiv aufzählbar“ oder auch „semi-entscheidbar“

„rekursiv“ oder „entscheidbar“ 
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Entscheidbarkeit
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Das „Halte-Problem“

Wir betrachten als Beispiel folgende Sprache:

…diese ist zumindest semi-entscheidbar:



25.02.2026 Prof. Dr. Björn Grohmann 28

Das „Halte-Problem“
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Das „Halte-Problem“



Halteproblem
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Turingmaschine

Eingabe

Widerspruch



weitere unentscheidbare 
Probleme
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Frage: Kann 

ich Kopien 

dieser 

Dominos so 

aneinander 

legen, dass 

oben und 

unten das 

gleiche Wort 

steht?



weitere unentscheidbare 
Probleme
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Emil Leon Post, 1897-1957

Postsche Korrespondenzproblem (PCP)

(ist zumindest semi-entscheidbar…)
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weitere unentscheidbare 
Probleme
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weitere unentscheidbare 
Probleme

diese zwei sind 

immerhin 

semi-

entscheidbar…
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weitere unentscheidbare 
Probleme

ist noch nicht einmal semi-entscheidbar…
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weitere unentscheidbare 
Probleme…
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Turing Maschine
Es gibt auch eine 

alternative Definition bei 

der lediglich t(n)>=n 

gefordert wird…
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Turing Maschine
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Turing Maschine
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Turing Maschine
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TIME
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Die Klasse P
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Die Klasse P
Sind die folgenden Mengen in P ?
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Die Klasse NP
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Die Klasse NP
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Die Klasse NP
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NTIME
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Die Klasse NP
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Die Klasse NP
Sind die folgenden Mengen in NP ?
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P vs NP

oder ?



The Million Dollar Problem(s)
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NP-Vollständigkeit
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Reduktion



25.02.2026 Prof. Dr. Björn Grohmann 54

NP-Vollständigkeit

Falls B (nur) die zweite Bedingung erfüllt, so heißt B 

„NP-hard“



25.02.2026 Prof. Dr. Björn Grohmann 55

Wenn ich ein Problem aus 

dieser Menge lösen kann, 

dann kann ich auch jedes 

andere Problem aus NP lösen

Probleme in dieser 

Schnittmenge 

heißen NP-

vollständig

NP-hard
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Cook-Levin Theorem
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Cook-Levin Theorem
1) SAT ist in NP

2) Zeige für eine Sprache A in NP, dass sie polynomial reduzierbar auf SAT ist.
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Cook-Levin Theorem
akzeptierendes 

„Tableaux“

Die Idee ist hier für jedes Wort w eine 

aussagenlogische Formel zu finden, 

welche polynomiale Größe hat und die 

Berechnung der (nichtdet.-) Turing-

Maschine simuliert, d.h. die genau dann 

erfüllbar ist, falls die Maschine w 

akzeptiert.

Laufzeit der (nichtdet.-) Turing-Maschine, 

welche A akzeptiert

Zelle
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Cook-Levin Theorem
akzeptierendes 

„Tableaux“

Laufzeit der (nichtdet.-) Turing-Maschine, 

welche A akzeptiert

Zelle Zustandsmenge Bandalphabet

Für s aus C definieren wir Variablen           .

Diese haben genau dann den Wert „1“, falls s in 

Zelle (i,j) vorkommt. 
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Cook-Levin Theorem
akzeptierendes 

„Tableaux“

Laufzeit der (nichtdet.-) Turing-Maschine, 

welche A akzeptiert

Zelle

Unsere Formel sieht dann so aus:
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Cook-Levin Theorem
akzeptierendes 

„Tableaux“

Laufzeit der (nichtdet.-) Turing-Maschine, 

welche A akzeptiert

Zelle

Unsere Formel sieht dann so aus:

,

wobei

Jede Zelle hat mind. 

einen Eintrag

Jede Zelle hat 

höchstens einen Eintrag
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Cook-Levin Theorem
akzeptierendes 

„Tableaux“

Laufzeit der (nichtdet.-) Turing-Maschine, 

welche A akzeptiert

Zelle

Unsere Formel sieht dann so aus:

,

wobei

(das ist gerade die Anfangskonfiguration)
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Cook-Levin Theorem
akzeptierendes 

„Tableaux“

Laufzeit der (nichtdet.-) Turing-Maschine, 

welche A akzeptiert

Zelle

Unsere Formel sieht dann so aus:

,

wobei

(es gibt mind. eine akzeptierende Konfiguration)
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Cook-Levin Theorem
akzeptierendes 

„Tableaux“

Laufzeit der (nichtdet.-) Turing-Maschine, 

welche A akzeptiert

Zelle

Unsere Formel sieht dann so aus:

,

wobei

Ein Fenster hat hier die 

Größe 2x3
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Cook-Levin Theorem
Ein Fenster ist legal, falls es nicht der Spezifikation der Übergangsfunktion der entsprechenden 

Maschine widerspricht: 

Beipiel:
Diese Fenster sind alle 

„legal“

Diese nicht:
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Cook-Levin Theorem
akzeptierendes 

„Tableaux“

Laufzeit der (nichtdet.-) Turing-Maschine, 

welche A akzeptiert

Zelle

Unsere Formel sieht dann so aus:

,

wobei
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Cook-Levin Theorem

Bleibt noch die Größe der Formel: 
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Cook-Levin Theorem

Bleibt noch die Größe der Formel: 
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Cook-Levin Theorem

Bleibt noch die Größe der Formel: 
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Cook-Levin Theorem

Bleibt noch die Größe der Formel: 



3SAT
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(es reicht hier einzusehen, dass zu jeder Formel F eine Formel F‘ in 3KNF existiert, 

welche erfüllbarkeitsäquivalent zu F ist: schreibe F in KNF und ersetze jede Klausel 

mit l > 3 Literalen,                           , durch die l-2 Klauseln

) 



Hamiltonain Circuit Problem
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Das Hamiltonian Circuit Problem ist NP-vollständig, und zwar schon falls der Graph 

planar und 3-regulär ist.

für einen (ungerichteten) Graph soll entschieden 

werden, ob ein Rundweg existiert, welcher jeden 

Knoten genau einmal enthältGraph, welcher in der 

Ebene dargestellt werden 

kann, so dass sich keine 

zwei Kanten schneiden jeder Knoten besitzt 

genau 3 Nachbarn 
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Wir zeigen die Konstruktion an 

einem Beispiel: gesucht ist ein 

Graph (mit den genannten 

Eigenschaften) welcher genau dann 

einen (Hamilton-) Rundweg besitzt, 

falls die unten stehende Formel 

erfüllbar ist.

linker Weg 

steht für 

„wahr“, 

rechter Weg 

für „falsch“

„oder“: 

mindestens 

eines der drei 

Literale muss 

„wahr“ sein

„xor“: genau einer der 

beiden Wege gehört 

zum Pfad

„Kreuzung“: Kanten des Graphen 

dürfen sich nicht kreuzen



Tutte Fragment
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mögliche Wege

Symbol



„Exclusive-OR“
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mögliche Wege



„Kreuzung“
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Symbol

mögliche Wege



„OR“
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Symbol

mögliche Wege



„(tripple-)OR“
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Symbol

mögliche Wege 

(ohne Symmetrie)



MINESWEEPER
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MINESWEEPER

25.02.2026 Prof. Dr. Björn Grohmann 80



MINESWEEPER ist NP-
vollständig

25.02.2026 Prof. Dr. Björn Grohmann 81



MINESWEEPER ist NP-
vollständig
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MINESWEEPER ist NP-
vollständig
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MINESWEEPER ist NP-
vollständig
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MINESWEEPER ist NP-
vollständig
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MINESWEEPER ist NP-
vollständig
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MINESWEEPER ist NP-
vollständig
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„Gaming is hard“, Part I
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d.h. bestimmte Punkte 

müssen erreicht werden

Wir bauen einen Level, welcher einen planaren, 3-regulären Graph 

darstellt, wobei die Knoten die Punkte sind, welche besucht werden 

müssen und jede Kante ein „single-use-path“ darstellt. Nach Wahl 

eines Startpunktes (Knoten) „S“ verbinden wir diesen mit einem 

weiteren (End-)Punkt, welcher nur eine Kante zum Startknoten hat 

und ansonsten keine weiteren Nachbarn besitzt. Der Level ist nun 

genau dann lösbar, falls ein Hamilton-Kreis von „S“ nach „S“ exisitiert.



„Gaming is hard“, Part I
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um diesen Weg zu passieren, 

muss ein Token eingesammelt 

werden

(a) und (b) wie bei MT 1: „tokens“ und „toll roads“ ergeben 

„single-use-paths“. Bei (b) hat der Spieler zu begin n+1 

„tokens“. Bei (c) plazieren wir 2 „tokens“ an jeden Punkt und 

jede Kante wird eine „toll road“, außer der Kante zwischen 

Start- und Endpunkt, welche eine Sequenz von n „toll roads“ 

ist. 



„Gaming is hard“, Part I
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eine Tür wird von einem Schlüssel 

geöffnet, welcher danach als 

verbraucht gilt

(alles genau wie bei MT 2: „keys“ = „tokens“, „doors“ = „toll roads“) 



„Gaming is hard“, Part I
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es gibt sowohl Druckplatten, welche 

Türen öffnen, als auch schließen

„single-use-path“ mit Druckplatten

Alles wie bei MT 1: damit alle Punkte besucht werden 

müssen, sind vor dem Ausgang n Türen, welche mit 

Druckplatten bei jedem Punkt geöffnet werden 

müssen



Knöpfe sind wie Druckplatten, außer dass der 

Spieler entscheiden kann, ob er ihn drücken will. 

Ein k-Button beeinflusst k Türen

„Gaming is hard“, Part I
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„single-use-path“ mit Türen und „2-buttons“
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MINESWEEPER ist NP-vollständig

Hamiltonkreis ist NP-vollständig

NP-hard
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MINESWEEPER ist NP-vollständig

Hamiltonkreis ist NP-vollständig

Traveling Salesman ist NP-vollständig

NP-hard
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MINESWEEPER ist NP-vollständig

Knapsack ist NP-vollständig

Traveling Salesman ist NP-vollständig

Hamiltonkreis ist NP-vollständig

NP-hard
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MINESWEEPER ist NP-vollständig

Hamiltonkreis ist NP-vollständig

Traveling Salesman ist NP-vollständig

Knapsack ist NP-vollständig

…und noch jede Menge andere Probleme

NP-hard
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NP-hard
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Karp‘s List
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Space Complexitiy

(in der Literatur wird hier gelegentlich angenommen, dass die TM ein 

Eingabe- und ein Arbeitsband besitzt und dass nur der die Zellen auf 

dem Arbeitsband gezählt werden)
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Space Complexity
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Savitch‘s Theorem

gilt auch für 

f(n) >= log(n)
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Savitch‘s Theorem

Für eine nichtdet. TM N, welche die Sprache A mit Speicher f(n) entscheidet konstruieren wir 

eine detem. TM M, welche die Sprache A in O(f(n)^2) entscheidet:

Jeder Level benötigt O(f(n)) Speicher

Die Rekursionstiefe beträgt O(log t),

und damit insgesamt O(f(n)^2)

Da f(n) zu Beginn nicht bekannt  ist, 

muss M nacheinander f(n) = 1, 2, 3, … 

durchtesten

Entscheide ob Konfig. c_2 von 

Konfig. c_1 in t Schritten 

erreicht werden kann
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PSPACE
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Time & Space
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PSPACE-Vollständigkeit
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True Quantified Boolean 
Formulas
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