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Cook-Levin Theorem

THEOREM

SAT is NP-complete.
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Cook-Levin Theorem

1) SATistin NP
2) Zeige filr eine Sprache A i NP, dass sie polynomial reduzierbar anf SAT ist.
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A ¥ qo|wyWo| ... (W, L. | # | start configuration
| # # | second configuration
| # , #

Zelle T Die Tdee ist hier filr jedes Wort w eine
window aunssagenlogische Formel eu finden,
RS welche polynomiale Grike hat und die
nk / Berechnung der (vichtdet.-) Turing-
WMaschive simuliert, da. die genaun davn

; erfilllvar ist, falls die Maschive w
| akzeptiert,
|

i # 1 # | nkth configuration

[
=
Ed
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_ Lanfeeit der (nichtdet.-) Turing-Waschine,
welche A akzeptiert 5



Cook-Levin

h eorem / L Tableanx”

Wa

L

L

Wirtschaft und Recht Berlin

Berlin School of Economics and Law

akeeptierendes i Hochschule fiir

# | start configuration
. C'=QuUl'U{#}
# | second configuration
» \
Zustandsimenge Bandalphabet
window . \ . )
| Fir s aus C definieren wir Variablew Zj j 4 .
Diese haben genan danv den Wert A, falls s in
zZelle (i) vorkommt,
# | nkth configuration

[
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_ Lanfeeit der (nichtdet.-) Turing-Waschine,

welche A akzeptiert 6



Cook-Levin

h eorem / J Tableanx”
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Ao # Qo |wy Wy - [Wpl U L | # | start configuration Unsere Formel sieht dawn so aus:
# second configuration
| # > # Peell N Pstart A Omove N Qéacccpt
zZelle —‘
window
_.-'—""_‘_'_—FH_.-_'__._‘_
nk /
|
|
|
‘ # 1 # | nkth configuration
- nk >
— Lanfeeit der (vichtdet.-) Turing-Waschive,
04.03.2026 Prof. Dr. Bjérn Grohmann W@[G'/]G A akZ,GP+iGF+ 7



Cook-Levin

akzeptierendes

h eorem / L Tableanx”

A # do|wy Wy ... (W
| # # | second configuration
' # > #
Zelle —‘
window
_.-'—""_‘_'_—FH_.-_'__._‘_
kK
, i ]_EE,JETIR
I ! |
i —
: | ] /
! Jede Zelle hat mind.
| einen Eintrag
i # 1 # | nkth configuration
-« ﬁ,k
04.03.2026
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Ll e | u | # | start configuration Unsere Formel sielt dawn so aus:

Peell N Pstare A Pmove N Qéacccpt y

wobei

s, teC }

5%t
N

Jede Zelle hat
héchstens einen Eintrag

/ dal= )\ l(\/ xi,j,s) A ( I\ (mfi,j,svmi,j,t))

_ Lanfeeit der (nichtdet.-) Turing-Waschine,

Prof. Dr. Bjorn Grohmann W@[Cl/]@ A ﬂlk£6P+iGF+ 8
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start configuration Wsere Forwmel sieht dawm so aus:

second configuration

Peell ANPstare A Pmove N Qéacccpt y

window wobei

Ostare = 1.1, A\ X1,2,g, N
I].‘S!wi A xl,ﬁl,wg ATEA 351.,?1—{—2,11,!1-[,}“
L1 n+3,u A A wl.}nk——lzu A wlznk,#

(das ist gerade die Anfangskonfiguration)

nkth configuration

_ Lanfeeit der (nichtdet.-) Turing-Waschine,

A # i1 |WyWyl .. Wyl U LB
| # #
' # > #
Zelle —‘
T

'i‘lk /

|

i

|

Vo] #

- ﬂ,k
04.03.2026
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akeeptierendes i Hochschule fiir

start configuration Wsere Forwmel sieht dawm so aus:
second configuration

Peell A Pstare A Pmove N Qéacccpt y

window wobei

—

Daceept = \/ T35, Gaccopr
1<i,j<n®

(es gibt mind. eive akzeptierende Konfiguration)

nkth configuration

_ Lanfeeit der (nichtdet.-) Turing-Waschine,

A # !dp|wyWy ... (W, U LB
| # #
' # > #
zelle —‘
e

Tk /

|

i

|

Vo] #

-« ﬂ,k
04.03.2026
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Cook-Levin

h eorem / J Tableanx”

akeeptierendes Hochschule fiir |
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| # 1o | Wy W .- Wyl U L | # | start configuration Unsere Formel sieht dawn so aus:
# # | second configuration
| # - # Peell N start N Pmove N Qéacccpt ,
Zelle —‘
window wobei
_.-'—""_‘_'_—FH_.-_'__._‘_
nk , T .
/ o — /\ (the (7, 7) window is lcgal)
| l<in®, 1< j<n® \
i
| — Ein Fenster hat hier die
| Grske 2x3
i # 1 # | nkth configuration
- nk >
‘ — Lanfeeit der (vichtdet.-) Turing-Waschive,
04.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann welche A ﬂlk&@P‘l‘iGl’“{‘ 11



Cook-Levin Theorem

Ein Fenster ist legal, falls es vicht der Spezifikation der Ubergangsfunktion der entsprechenden

WMaschive widerspricht:
Beipiel  6{q1,2) = {(q1,b,R}}

6(‘?1 : b) — {(QQ,CJ}L)} (QQ,B.,R)}

algi| b ] alqi| b
gz a C J a a | gz
# |1 b | a al|lb| a
# [ b | a a| b|gs

04.03.2026

y

Diese Fenster sind alle

/

a a | §1
al' a|b
b

C b

Prof. Dr. Bjorn Grohmann

lll

,,l@@a

Piese vicht:

Hochschule fiir
Wirtschaft und Recht Berlin
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alb]| a
alala
alq b
g1, a | a
blg| Db
g2 | b g
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C O O k_ I_eVi n h e O re m/ ,,Tﬁbl@ﬂi(/i)(” Berlin School of Economics and Law

A | #l9o|wy W .- [Wp|u | ... U | # | startconfiguration Unsere Formel sieht dawn so aus:
# # | second configuration
| # - # Peell N start N Pmove N Qéacccpt ,
Zelle —‘
window wobei
_.-'—""_‘_'_—FH_.-_'__._‘_
nk , T .
/ Gmove — /\ (the (7, 7) window is legal)
| : i | | l<in®, 1< j<n® \ }
| ; i ‘ | Y
| I l J \/ (-T'i,jﬁl,al A i j.az A i 410, A i1, §—1,0,4 A Lit1.4,a; A -T'Hr],j—ivl,a[,-)
! 15 ;j;éulll I\;'(i‘rllliLl()\\:
i # 1 # | nkth configuration
- nk >
‘ — Lanfeeit der (vichtdet.-) Turing-Waschive,

04.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann welche A ﬂlk&@P‘l‘iGl’“{‘ 13
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Cook-Levin Theorem

CLAIM

If the top row of the table is the start configuration and every window in the

table is legal, each row of the table is a configuration that legally follows the
preceding one.

Bleibt voch die Groke der Formel: Peell N Pstare AN Pmove N Paceept

Geell = /\

1<i,jEnt

(\/ Sb“q;,j,s) A ( /\ (T7 5.5 Viﬂi,j,t))}

seC s,teC
s#t

04.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 14



Hochschule fir
Wirtschaft und Recht Berlin

Berlin School of Economics and Law

Cook-Levin Theorem

CLAIM

If the top row of the table is the start configuration and every window in the

table is legal, each row of the table is a configuration that legally follows the
preceding one.

Bleibt voch die Groke der Formel: Peell N Pstare AN Pmove N Paceept

()(?Ezk ) /

Geell = /\

1<i,jEnt

(\/ Sb“q;,j,s) A ( /\ (T7 5.5 Viﬂi,j,t))}

seC s,teC
s#t
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Cook-Levin Theorem

CLAIM

If the top row of the table is the start configuration and every window in the

table is legal, each row of the table is a configuration that legally follows the
preceding one.

Bleibt voch die Groke der Formel: Peell N Pstare AN Pmove N Paceept

O(n% ) /{;

start — X114 N X129, N
m].ﬁ!wl A ml,ﬁl,wg AYAN 3;1.,?1—{—2,1L!T-LA

Tln4+30 N o o NT k1 U N T kg

04.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 16
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Cook-Levin Theorem

CLAIM

If the top row of the table is the start configuration and every window in the

table is legal, each row of the table is a configuration that legally follows the
preceding one.

Bleibt voch die Groke der Formel: Peell N Pstare AN Pmove N Paceept

O(n% ) /{;

O(nk) $1,3,w1 A 371,4,11:2 N A :I:I'.ﬂ—{_?'.u!?'b/\

Tln4+30 N o o NT k1 U N T kg

start — A1, 1.# A -FI:’L,ZTQUA

04.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 17
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Cook-Levin Theorem

CLAIM

If the top row of the table is the start configuration and every window in the

table is legal, each row of the table is a configuration that legally follows the
preceding one.

9[6‘% VIOCM d‘@ &I"(S@@ d@Y’ FDY’VV\@[I @LEH J’r\ ¢5tart A @f’mﬂvc fﬁ"‘- qéacccpt
O(nk) Dmove = /\ (the (7. 7) window is legal)

L<la<in® | 1< j<nk

04.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 18
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Cook-Levin Theorem

CLAIM

If the top row of the table is the start configuration and every window in the

table is legal, each row of the table is a configuration that legally follows the
preceding one.

Bleibt voch die Groke der Formel: Peell N Pstare AN Pmove N Paceept
Lo o)
O(n ) Dmove = /\ (the (7. 7) window is legal)

L<la<in® | 1< j<nk

04.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 19
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Cook-Levin Theorem

CLAIM

If the top row of the table is the start configuration and every window in the

table is legal, each row of the table is a configuration that legally follows the
preceding one.

Bleibt voch die Groke der Formel: Peell N Pstare AN Pmove N Paceept
() ??}2."&: / \
(™) & — \/ . O(n?F)
O(le) “aceept "t J Gaceepr
1<i, jan®

04.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 20
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Cook-Levin Theorem

CLAIM

If the top row of the table is the start configuration and every window in the

table is legal, each row of the table is a configuration that legally follows the
preceding one.

Bleibt voch die Groke der Formel: Peell N Pstare AN Pmove N Paceept
()(ﬂ)zk)/ ‘\\ ()(?12;&?)
& — \/ . O(n?F)
O(le) ~accept "t J Gaceepr
1<i,5<nk

04.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 21



Hochschule fir
Wirtschaft und Recht Berlin
Berlin School of Economics and Law

3SA

COROLLARY
3SAT is NP-complete.

(es reicht hier eiveusehen, dass zu jeder Formel F eine Formel F' in 2KNF existierd,
welche erfiillvarkeitsaquivalent zu F ist: schreibe F in KNF und ersetze jede Klausel
wmit [ > 2 Literalew, (a1 Vaz V---Va), duarch die -2 Klauselw

(@ VaaVa)AN(ZTIVasVz)A{ZzVaa V) A ANEZ3 Va1 Va))

04.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 22
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Hamiltonain Circuit Problem
Das Hamiltonian Circuit Problem ist NP-vollstandig, und ewar schon falls der Graph
planar und 3-reguldr ist. \

/ fiir eiven (ungerichteten) Graph soll entschieden
werdew, ob ein Rumdweq) existiert, welcher jeden

Graph, welcher n der Knoten genaun einmal enthilt
Ebeve dargestellt werden
kaww, so dass sich keine
zwei Kanten schneiden jeder Knoten besitet
genan 3 Nachbarv

04.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 23



linker Weg
stelht fidr
wahr”, (yvivie)
rechter Weg
filr ,falsch”

x

&
L=t D F=o W= -k )
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JKrenzung”: Kanten des Graphen

diirfen sich vicht kreuzen

Wir zeigen die Kowstruktion an

% (X ? einem Beispiel: gesucht ist eiv
2 Y @raph (mit den genannten
(Rvyvw) Eigenschaften) welcher genan danv
oder™: / z einen (Hamilton-) Rundweq besitet,
mindestens 0 falls die unten stehende Formel
eines der drei ; erfillvar ist.
rerale s S\ F=(VyVARVIVmIAGVZVE)
anr” sein . )
(xvyvz) ® I® ——— xor’: genan eiver der
- beiden Wege gehsr+
2 Pfad

"

04.03.2026
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utte Fragment

mbgliche Wege

b A A A
N NN

04.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 25

O

Symbol



i Hochschule fiir
. 7, Wirtschaft und Recht Berlin
_Exclusive-OR

Berlin School of Economics and Law

U--——?—Q-—Q——Q———-V " I

magliche Weae

04.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 26
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(
,Kreuzung

mbgliche Wege

el e
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”ORII

magliche Weage

u u'
Symbol

04.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 28
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mégliche Wege
(olme Symmetrie)

u W
Sywmbol I‘ (V)—>
ul T wl
Vv V'

04.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 29
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MINESWEEPER

NN NN
(G e} fam j |
IO DN
(S § S § S § O
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MINESWEEPER ist NP-
vollstandig
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| e

: [ A+ B —

B —

Do
o

Figure 12. Making an xor gate with ano and noT gates.

04.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann
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MINESWEEPER ist NP- Wistschal und Recht erl
vollstandig

X =)
0({010{0]0(0O[0]O[O[O[O]O]O[O[0O]|0O
RSB dE e AREER BRI RABERRRYE!
z|l|z|\z|1|z'|z|1|2|z|1]|2|2]|1 |2 |2
4 LI TETITII 1203111112 1L]1]
0(0(0(Of{O0[{0]O]O|O]O[(0O[O|0]|0]0]0

Figure 6. A wire.

04.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 33



M | N ESW E E P E R ISt N P_ E\fci);t};i;};lfltliggRec-ht Berlin
vollstandig

X— |1]2]2]1 1:1:1T
A1 1|1|2]*|%x|3]|1 lz'lx
Al|Z |z |1z *|*]2 X— |1|1|1] X' —
1111]1]1112|2]%]2 --4111|1|1]|xz|1]1]1]1}
1111217 11111 X — Az x| 12| 2121 |z |2’}
1]|z'|1 20*|3|1|1|1[1]1} 41|11 |1|{=z|1]|1[1[1}-
1lz[1|X J|x|z'|z|1|z'|z|1} 8 [ ) o |
111111 2(«|3(1(1|1|1|1} 8l b
1[1]1 l:cl)f

04.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 34



MINESWEEPER ist NP- Wirtschat und Recht Beri
VOHSténdig erlin School of Economics and Law

X — 111121141 X —

11111 (2] *|{3|=|2{1(1]1|1|1}-

' lz|l|2'|z|3|2'|5|z|3|2'|z]|1]|z'|z}

1111|1112 *|3|*|2|1|1(1]1]|1¢}-
111(2]1]1

Figure 10. A phase-changer made from two NOT gates.

04.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 35



MINESWEEPER ist NP-

vollstandig

A—

B —

——

Hochschule fir
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Berlin School of Economics and Law

-

o

Figure 11. Crossing two wires with three xor gates.

04.03.2026

44—

| e

j [ A+ B —

Figure 12, Making an xor gate with ano and NoT gates.

Prof. Dr. Bjorn Grohmann
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I\/l | N ESW E E P E R ISt N P_ glv(i):t};i;}:fltlzfligRec-ht Berlin
vollstandig

X — 11111 X' —
111111112 =*=|2|1|1}1|1|1}
12|z |1l |2'|z|3|2'|3|z|2'|1]|z|z'}
411)1(1{1 1112 =|2|1/1|1|1]|1¢}

11111

Figure 9. A noT gate.

04.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 37
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Hochschule fur

3

MINESWEEPER ist NP-

vollstandig

T —

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1
2 % *[3[213|=«12(1]2[=(3]|2]|1

11212]1

2 x| *|3[2]3]|*[2]1]2|%]3]2]1
1

112]12]1

1

1

1
1|u'|1

1{u|1[1[2]|4]|x]|s]|ajlaglag{t’|3|¢[t'|3]|*|*|2

1{v|1[1]2({4]|*[r|b|balbs|t'|3 |t 8'|3]|*]|*]|2

1|v'|1
1

1

1

- R

1121211 1| *|=|4]*|3|[2(3]|*|2]|1]|1]|2]¢|%]|2

2|*(u'|2(2|4)s'[3(1]1|0f1({1]1]0]0)1f2]2]1

2 *|*|3|ufu|sf2|1 (121|121 {2 {21 {2 |¢'f21{1|2f{L1]1F--

2145 x|[4|*|4) e’/ [1|e]e' 1|t |1f¢e|2]e]L|e"|t]|L}--

2% |*|3|wv|v|r|2|2 (22222 2{2|{2]¢|2 1|22 fL}--

2(*|v'|12]2]4|r|3]1{1]0f1]{1]1({0f0)1f2(2]1

11212111 *|*|{4]*|3|2|3|=|2]1]1[2]¢]=%]|2

T
v

Figure 13. An AND gate.

38
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)) G a m I n g |S h a rd ) Pa rt | Berlin School of Economics and Law
dh. bestimmte Punkte
Wmilssen erreicht werden

Metatheorem 1. Any game exhibiting both location traversal (with or without a

starting location or an exit location) and single-use paths is NP-hard.

Wir banen einewn Level, welcher eiven planaren, 2-reguldren Graph
darstellt, wobei die Knoten die Punkte sind, welche besucht werden
mikssen und jede Kante ein ,single-use-path” darstellt. Nach Wahl
eines Startpunktes (Knoten) ,S” verbinden wir diesen mit einewm
weiteren (End-)Punkt, welcher war eine Kante zum Startknoten hat
und ansonsten keine weiteren Nachbarn besitzt. Der Level ist v
aenan dann lssbar, falls ein Hamilton-Kreis von ,S” vach ,S” exisitiert.

(c) On the second traversal attempt, a boulder blocks the
way.

04.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 39
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,Gaming is hard”, Part |

Metatheorem 2. A game is NP-hard if either of the following holds:
(a) The game features collectible rokens, toll roads, and location traversal.
(b) The game features cumulative rokens, toll roads, and location traversal.

(¢) The game features collectible cumulative rokens, roll roads, and the avatar
has to reach an exit location. \

um diesew Weg) zu passieren,

muss ein Token eingesammelt

werden

(a) wd (b) wie bei MT 1: ,tokens” und ,toll roads” ergeben
JSingle-use-paths”. Bei (b) hat der Spieler en begin w1
stokens”, Bei (c) plazieren wir 2 ,tokens” an jeden Punkt und
jede Kante wird eine ,toll road”, auker der Kante zwischen
Start- und Endpunkt, welche eive Sequenz von v ,toll roads”
iS‘t" (c) Exiting to the right while the ghosts recover.




Hochschule fir
Wirtschaft und Recht Berlin

) G a m i n g iS h a rd I(, Pa rt | Berlin School of Economics and Law

eine Tiir wird von einewn Schlitssel
aesffuet, welcher davach als

/ verbrancht gkt

Metatheorem 3. A game is NP-hard if it contains doors and one-way paths, and
either of the following holds:

(a) The game features collectible kevs and location traversal.
(b) The game features cumulative keyvs and location traversal.

(¢) The game features collectible cumulative keys and the avatar has to reach
an exit location.

(alles genan wie bei MT 21 keys” = ,tokens”, ,doors” = ,toll roads”)

04.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 41
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,Gaming is hard”, Part |

es gibt sowohl Druckplatten, welche
Tiren 8ffuen, als auch schliefen

v

Metatheorem 4. [If a game features doors and pressure plates, and the avatar has
to reach an exit location in order to win, then:

Even if no two pressure plates control the same door, the game is NP-hard.

: Alles wie bei MT 1: damit alle Punkte besucht werdew

(_@ milssen, sind Vor dem Ausgang vn Tiren, welche mit
Druckplatten bei jedem Punkt gesffuet werdew

Y milssen

»Sigle-use-path” mit Druckplatten

04.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 42



Hochschule fir
Wirtschaft und Recht Berlin
Berlin School of Economics and Law

,Gaming is hard”, Part |

Knspfe sind wie Druckplatten, anker dass der
Spieler entscheiden kaw, ob er ihn driicken will,
Ein k-Button beeinflusst k Tiiren

“

Metatheorem 5. If a game features doors and k-buttons, and the avatar has to
reach an exit location in order to win, then:

Ifk = 2, then the game is NP-hard.

—a —c
+b +b
a o] T

»Single-use-path” wit Tiren und ,2-buttons”
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SAT = {F | F ist aussagenlogische Formel und erfiillbar }

NP-hard MINESWEEPER ist NP-vollstindig

— Hamiltonkreis ist NP-vollstandig

NP
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SAT = {F | F ist aussagenlogische Formel und erfiillbar }

NP-hard MINESWEEPER ist NP-vollstandig
/ — Hamiltonkreis ist NP-vollstandig
o p=d Traveling Salesman ist NP-vollstandig
NP

AUSTRI
0 50 100kn
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SAT = {F | F ist aussagenlogische Formel und erfiillbar }

NP-hard MINESWEEPER ist NP-vollstindig
/ — Hamiltonkreis ist NP-vollstandig
- p=d Traveling Salesman ist NP-vollstandig
NP

Knapsack ist NP-vollstandig
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SAT = {F | F ist aussagenlogische Formel und erfillbar }

NP-hard MINESWEEPER ist NP-vollstindig

— Hamiltonkreis ist NP-vollstandig

—F

- p=d Traveling Salesman ist NP-vollstandig

NP
Knapsack ist NP-vollstandig

...und noch jede Menge andere Probleme
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SATISFIABILITY
CLIQUE 0-1 INTEGER SATISFIABILITY WITH AT
PROGRAMMING MOST 3 LITERALS PER CLAUSE
NODE SET
COVER PACKING CHROMATIC NUMBER

ALY

FEEDBACK FEEDBACK DIRECTED SET EXACT CLIQUE
NODE SET ARC SET  HAMILTON COVER COVER

cIrcurr  COVERING // \\

_ 3-DIMENSIONAL KNAPSACK HITTING STEINER

UNDIRECT MATCHING SET TREE

HAMILTON
CIRCUIT

SEQUENCING PARTITION

MAX CUT

FIGURE 1 - Complete Problems
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Let M be a deterministic "Turing machine that halts on all inputs.
The space complexity of M is the function f: N— N, where f(n)
is the maximum number of tape cells that M scans on any input of
length n. If the space complexity of M is f(n), we also say that M
runs in space f(n).

If M is a nondeterministic Turing machine wherein all branches
halt on all inputs, we define its space complexity f(n) to be the
maximum number of tape cells that M scans on any branch of its
computation for any input of length n.

(in der Literatur wird hier gelegentlich angenommen, dass die TW ein
Eingabe- und ein Arbeitsband besitet und dass vur der die Zellen anf
dewm Arbeitsband gezdhlt werden)
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Space Complexity

Let f: N—R" be a function. The space complexity classes,
SPACE(f(n)) and NSPACE(f(n)), are defined as follows.

SPACE(f(n)} = {I.| L is a language decided by an O(f(n)) space
deterministic "Turing machine}.
NSPACE(f(n)) = {L] L is a language decided by an O( f(n)) space

nondeterministic Turing machine}.
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Savitch’s Theorem

gilt anch fir
f(n) >=log(n)
THEOREM /
Savitch’s theorem Forany function f: N—R™, where f(n) > n,

NSPACE(f(n)) € SPACE(f?*(n)).
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Savitch’s Theorem

Fiir eive vichtdet. TW N, welche die Sprache A mit Speicher £(n) entscheidet konstruieren wir
eive detem. TWM W, welche die Sprache A in O(f(n)"2) entscheidet:
Ewntscheide ob Konfig. c_2 vou
Konfig. c_1 in t Sehritten
erreicht werden kawv

M = “On input w:
1. Output the result of CANYTELD (Csgares Caceept 24 (n)) »

Da f(n) en Beginm vicht bekannt ist, ~CANYIELD = “Ou input e1, ¢y, and ¢:

muss WM nacheinander £(n) =1, 2, 3, .. 1. Ift = 1, then test directly whether ¢; = ¢ or whether ¢; yields
durchtesten cz in one step according to the rules of N. Accept if either test
succeeds; reject if both fail.

2. Ift > 1, then for each configuration ¢,, of NV on w using space

Jeder Level benstigt O(f(n)) Speicher \f (n)
/3" Run CANYIELD(cq, ¢, 5 )

Die Rekursionstiefe betraagt O(log +), 4. Run CANYIELD(crn €2, 5).

wnd damit imsgesawﬁ' O(f(n)"2) Z If steps 3 and 4 both accept, then accept.

If haven’t yet accepted, reject.”
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PSPACE

PSPACE is the class of languages that are decidable in polynomial

space on a deterministic Turing machine. In other words,

PSPACE = |_|SPACE(n").
k
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ime & Space

EXPTIME
PSPACE

P C NP C PSPACE = NPSPACE € EXPTIME = |J, TIME(2"")
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PSPACE-Vollstandigkeit

A language B is PSPACE-complete if it satisfies two conditions:

1. Bisin PSPACE, and
2. every A in PSPACE is polynomial time reducible to B.

[f B merely satisties condition 2, we say that 1t is PSPACE-hbard.
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FO rm u ‘a S erun schootLo conomics an aw

TQBF = {{¢)| ¢ 1s a true fully quantified Boolean formula}

THEOREM
TQBF is PSPACE-complete.
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Formulas

1) TQPBT ist in PSPACE

2) Filr ein Wor+ w und eine Sprache A in PSPACE, konstruieren wir eine Formel,
welche gevan davn erfilllvar ist, falls w in A

Die Idee ist, eine Formel Q¢ cy .t 21 konstruieren, welche aenan wahr ist, falls vown der Konfig. ¢_A

zur Kowfig. c_2 n + Schritten gelangt werden kan. Die Formel Qcyy, cuccepr, i Wit 1 = 270 (n"k)
ware davn die gesuchte Formel,

Ein erster (rekursiver) Ansate ware Pey eyt = TN [@m mit N Omy es -}

/ .
35‘311 RN 1Y

wird expovewtiell grok
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Formulas

1) TQPBF ist in PSPACE
2) Filr ein Wor+ w und eine Sprache A in PSPACE, konstruieren wir eine Formel,
welche gevan davn erfilllvar ist, falls w in A

Die Tdee ist, eine Formel Gc, eyt 21 konstruieren, welche genan wahr ist, falls von der Konfig. ¢_1
zur Kowfig. c_2 n + Schritten gelangt werden kan. Die Formel Qcyy, cuccepr, i Wit 1 = 270 (n"k)
ware davn die gesuchte Formel,

Verbesserter Ansatz Ger.opt = Amy V{e,cq) € {(c1.my), (mi.c0)} [0

oy g L
- fﬂlguf-'4:§:|

Vo € {y.z} .. Jsteht firve [(z=yVr=2z) — ...]

~

muss v der Formel durch
Hauivalenz” ersetzt+ werden
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Formulas

1) TQPBF ist in PSPACE
2) Filr ein Wor+ w und eine Sprache A in PSPACE, konstruieren wir eine Formel,
welche gevan davn erfilllvar ist, falls w in A

Die Tdee ist, eine Formel Gc, eyt 21 konstruieren, welche genan wahr ist, falls von der Konfig. ¢_1
zur Kowfig. c_2 n + Schritten gelangt werden kan. Die Formel Qcyy, cuccepr, i Wit 1 = 270 (n"k)
ware davn die gesuchte Formel,

Verbesserter Ansatz Ger.opt = Amy V{e,cq) € {(c1.my), (mi.c0)} [0

oy g L
- fﬂlguf-'4:§:|

Jeder Rekursionslevel vergrslert die Formel wm O(n”k). Die Rekursionstiefe betragt ebenfalls
O (n"k) und damit insgesamt O (n"(2k)).
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Metatheorem 4! If a game features doors and pressure plates, and the avatar has
to reach an exit location in order to win, then:

If each door may be controlled by two pressure plates, then the game is

PSPACE-hard.
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,Gaming is hard”, Part Il

Start b——-------- - e e - B S
dx ' Vy dz L Yw
Finish - - b - -
Clause Clause Clause Clause Clause

(Aufbaun eives Levels, welcher eine TQBF simuliert)
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,Gaming is hard”, Part Il

Variable x an der S+telle i

/
Jgcciocioapiii=cosicsionpl

= m = — (D) €9 [] €9 €a)
— D A GRD L T

— N — " K L~
2 ] [
-— - -— []

, realisiert
wit Tiren
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=
Metatheorem 5. If a game features doors and k-buttons, and the avatar has to
reach an exit location in order to win, then:

If k = 3, then the game is PSPACE-hard.
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,Gaming is hard”, Part Il

Simulation eiver Druckplatte wmit ,3-buttons”

Spieler kommt von
_a e / links
+b —-d
—c +c
il 1 B
—d +d
+c —c
-b +a
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A function t: N— N, where #(n) is at least O(nlogn), is called
time constructible it the function that maps the string 1™ to the

binary representation of £(n} is computable in time O(#(n)).

A functon f: N—— N, where f(n) is at least O(logn), is called
space constructible it the function that maps the string 1" to the
binary representation of f(n) is computable in space O(f(n)).
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Hierachy Theorems

THEOREM
Space hierarchy theorem For any space constructible function f: N'— N,
a language A exists that is decidable in O(f(n)) space but notin o(f(n)) space.

Der folgende Algorithmus D entscheidet eive Sprache A mit maximal O(f(n)) Speicher:

D = *On input w:

I. Let n be the length of w. Falls vaw, angenommen, eme

2. Compute f(n) using space constructibility, and mark off this WMaschine W die Sprache #
much tape. If later stages ever attempt to use more, reject. mit g(vn) Speicher entscheidet
3. If wis not of the form {A}10* for some TM M, reject. und @(VI) i o(f(n)), dawn
4. Simulate M on w while counting the number of steps used in @r@]b{— sich hier ein
the simulation. If the count ever exceeds 2/ reject. widerspruch.

5. If M accepts, reject. If M rejects, accept.” <«
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Hierachy Theorems

THEOREM

Space hierarchy theorem For any space constructible function f: N'— N,
a language A exists that is decidable in O(f(n)) space but notin o(f(n)) space.

COROLLARY

For any two real numbers 0 < ¢; < e,

SPACE(nt) C SPACE(n*?).

CORCLLARY
PSPACE C EXPSPACE= |J, SPACE(2"")
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THEOREM

Time hierarchy theorem For any time constructible function t: N'— N,
a language A exists that is decidable in O(t(n)) time but not decidable in time

o(t(n)/logt(n)).

Ahlich wie beim Space Hierachy Theorem entscheidet D die Sprache A in O(+(n)) Schritten:

D = “On input w:

1. Letn be the length of w. Das Counterupdate kostet pro
2. Compute #(n) using time constructibility, and store the value _— Sehritt jeweils O(log +(n)).
it(n)/logt(n)| in a binary counter. Decrement this counter Dawmit also insgesamt O(+(wn))
before each step used to carry out stages 3, 4, and 5. If the Schrit+e.
counter ever hits 0, reject. Sollte eine Maschine W in
3. Ifw is not of the form (M)10* for some TM M, reject. : .
. weviiger (wie i Theorem)
4. Simulate M on w. Schritten entscheide ergdbe
5. If M accepts, then reject. If M rejects, then accept.” N ents W, 56 erg

04.03.2026

sich hier ein Widerspruch.
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THEOREM

Time hierarchy theorem For any time constructible function t: N'— N,
a language A exists that is decidable in O(t(n)) time but not decidable in time

o(t(n)/logt(n)).

COROLLARY
For any two real numbers 1 < ¢; < €3,

TIME(n®) ¢ TIME(n‘2).
COROLLARY

P C EXPTIME.
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Hierachy Theorems

Warum ist die Vorausseteung), dass eine Funktion
Ame-constructivle” sein muss notwendig?
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wWeil es aunch ,seltsame” Funktionen gilrt:

Theorem (Gap Theorem, Trakhtenbrot, Borodin) There exists a

computable function f such that TIME(f(n)) = TIME(2/(™).
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Gap Theorem

Theorem (Gap Theorem, Trakhtenbrot, Borodin) There exists a

computable function f such that TIME(f(n)) = TIME(2/(™).

Zum Beweis sei {M_e3 eine Aufeahlung aller (ubeschrankten) det. TWs, Wir kowstruieren eine
Fumktion £ in Schritten, wobei £ in jedem Schritt e folgende Bedingung erfilllen soll:

Vr(lz| =n = e A M(z)] in t steps =t & (f(n),2/")])
Falls vam eine Sprache A € TIME(2/(), was durch eine Maschine W_e bezeuat wird, gitt nach

Voraunssetzung filr alle x der Lange griker als e, dass WM_e die Eingabe x in hschstens £(n)
Sehritten akeeptiert und damit A € TIME(f(n)).
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Gap Theorem

Iv Schritt v wird £(n) van wie folgt defiviert:
Betrachte folgende Sequenz von Zahlew: kg = 0, kyyy = 2%

Filr alle Berechnumagen WM_e(x) mit e <= v = Lange von X, so dass M_e(x) in t_ex Schritten halt,
gilbt es davn ein kleinstes k_|, so dass keives der +_ex in dem Iutervall (k_I, 2 (k_1)] lieat.

Definiere £(n) = k_I.
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Speed-Up Theorem

webenso gibt es auch ,settsame” Sprachew:

Theorem (Speed-Up Theorem, M. Blum ) There exists a com-

putable set A such that for every index e for A there is another index i for A

such that Avzahl der Berechnungssehritte,
‘v’mx((bi(m) < log @E(J_.‘)ﬂ./ falls W_e(x) halt.

That 1s, the program M; computes A exponentially faster than M,.

(V> bedeutet hier ,fast alle”, also alle, bis auf endlich viele)

04.03.2026 Prof. Dr. Bjorn Grohmann 75



Hochschule fur
Wirtschaft und Recht Berlin

Berlin School of Economics and Law

Speed-Up Theorem

Zundchst setzten wir g(z) = 22, 99 (z) = g(z) und ¢V (2) = g(¢™(2)). Fitr x > e +1 ist
donn h,(z) = g9 (0)damit ist he, wegen g(heiq(z)) = he(z), eine Familie abnehmender
Funktionen.

Wir bestimmen nun filr jedes x den Wert A(x), dh. ob x eu A gehsrt oder nicht, indem wir fidr alle
& <= X testen, ob e noch vicht markiert (,cancelled”) und ob gilt @o(x) < he(x). Filr das kleinste
e dieserart definieren wir A(x) = 1 — M (z) und markieren e.

~—

Dlagonalisierung
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Speed-Up Theorem

Zundchst setzten wir g(z) = 22, 99 (z) = g(z) und ¢V (2) = g(¢™(2)). Fitr x > e +1 ist
donn h,(z) = g9 (0)damit ist he, wegen g(heiq(z)) = he(z), eine Familie abnehmender
Funktionen.

Wir bestimmen nun filr jedes x den Wert A(x), dh. ob x eu A gehsrt oder nicht, indem wir fidr alle
e <= X testen, ob e noch nicht markiert (,cancelled”) wnd ob gilt ®c(x) < he(x). Fir das Kleinste
e dieserart definieren wir A(x) = 1 — M (z) und markieren e.

Damit gilt filr jedes ¢, dass, falls filr unendlich viele x gilt @.(x) < h.(x), folgt M, # A
(M_e stelt hier auch fir die Sprache, welche die Maschine akzeptiert). Oder anders
aeschrieben: Ye(M, = A = Y™z h.(z) < D.(2)).

™~ (vedenke aber, dass _e wit
wachsendem e immer kleiner wird)
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Speed-Up Theorem

Um nun A(x) zu berechven, kann man fidr jedes e <= x W_e(x) fiir _e(x) Schritte laufen lassen.
Wit Hilfe der endlichen Menge F,, = {(e,z,A(z)) : e < u A e cancelled at stage x}, filr eine
vatiirliche Zahl u, genilgt es aber aunch, dies war filr n <= € <= x zu tun (da die benstigte
TIuformation filr € < u aus F_u abgelesen werden kawn).

Diese Berechnung davert aber var h,(z) + ... + h(x) Schritte, und damit ist die Laufeeit,
filr die ersten x Stufen, von oben beschrankt durch z - (h, () + ... + hy(x)) < hy_1(x) (fir

fast alle x).
Da u beliebig grok gewanlt werden kanv gilt somit Vedi (L‘g = AANY®z Di(x) < heH(:.z:)) und
damit insgesamt

D;(x) < hey1(z) < loghe(z) < log ®e(x)
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Orakel Turing Maschine

An oracle for a language A is a device that is capable of reporting
whether any string w 1s a member ot A. An eracle Turing machine
M# is a modified Turing machine that has the additional capability
of querying an oracle. Whenever M writes a string on a special
ovacle tape it is informed whether that string is a member of A4, in
a single computation step.

Let P# be the class of languages decidable with a polynomial
time oracle Turing machine that uses oracle 4. Define NP* simi-
larly.
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Relativierung

Kann Relativierung dabei helfen
Komplexitatsklassen eun separieren?
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Relativierung

THEOREM

1. An oracle A exists whereby P* # NP*.
2. An oracle B exists whereby PZ = NP”,
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Relativierung

2. Wahle filr B etwa TQBF und dami+ NPTBF € NPSPACE C PSPACE C p7@8F
1. Wir konstruieren eiv Orakel A, so dass die Sprache
La=A{w[FzeA[lz|=]uw|]}

vicnt in P2 liegt (offensichtlich liegt sie in NP4),

Dazn betrachten wir die Liste M_1, M_2, M_3, ... aller poluymomial-Zeit-Orakel-TWs,

Wir konstruieren A in Schrittew:

Schritt 1: Wahle endliche viele beliebige Strings und packe sie in A.

Schritt it Wahle v, so dass 2™ griRer als die Lanfeeit p_i(n) von W_i und grsler als die Lange

aller bisherigen Strings in A. /
p_i ist ein polynom
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Relativierung

2. Wahle filr B etwa TQBF und dami+ NPTBF € NPSPACE C PSPACE C p7@8F
1. Wir konstruieren eiv Orakel A, so dass die Sprache

La=A{w|FzcAl|lz|=u|]}

vicnt in P2 liegt (offensichtlich liegt sie in NP4),

Dazn betrachten wir die Liste M_1, M_2, M_3, ... aller poluymomial-Zeit-Orakel-TWs,

Wir konstruieren A in Schrittew:

Schritt 1: Wahle endliche viele beliebige Strings und packe sie in A.

Schritt it Wahle v, so dass 2™ griRer als die Lanfeeit p_i(n) von W_i und grsler als die Lange
aller bisherigen Strings in A. Lasse M_i mit Eingabe 1" lanfen. Falls W_i das Orakel vach y
fragt und der Status von y feststeht, antworte gemal dem Status. Falls der Status vicht
feststeht antworte mit ,Nein” und setze den Status von y als vicht in A”. Lass W_i solange
laufen bis es halt. Falls W_i akeeptiert, erhalten alle verbleibenden Strings der Lange v dew

Status wmicht n A”. <« '\

Diagonalisierung
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Relativierung

2. Wahle filr B etwa TQBF und dami+ NPTBF € NPSPACE C PSPACE C p7@8F
1. Wir konstruieren eiv Orakel A, so dass die Sprache

La=A{w|FzcAl|lz|=u|]}

vicnt in P2 liegt (offensichtlich liegt sie in NP4),

Dazn betrachten wir die Liste M_1, M_2, M_3, ... aller poluymomial-Zeit-Orakel-TWs,

Wir konstruieren A in Schrittew:

Schritt 1: Wahle endliche viele beliebige Strings und packe sie in A.

Schritt it Wahle v, so dass 2™ griRer als die Lanfeeit p_i(n) von W_i und grsler als die Lange
aller bisherigen Strings in A. Lasse M_i mit Eingabe 1" lanfen. Falls W_i das Orakel vach y
fragt und der Status von y feststeht, antworte gemal dem Status. Falls der Status vicht
feststeht antworte mit ,Nein” und setze den Status von y als vicht in A”. Lass W_i solange
laufen bis es halt. Falls W_i akeeptiert, erhalten alle verbleibenden Strings der Lange v dew
Status micht n A Falls M_i nicht akzeptiert, so wahle ein Element, nach welchem W_i das
Orakel nicht gefragt hat und filge es zu A hinen. Fahre mit Schritt i+ fort,
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Fiir eine Klasse C definieren wir 3C = {z : Iy (z y) € B} (and analog) filr den Allguantor).

AN

Demnach gilt also 2. B. 3P = NP, bew. VP = co-NP.

€5 existiert ein String der
Lange <= p(|x])”

\ Fiir eine Klasse C ist ein Problem ist in
Co-C, falls das duale Problem in C ist

Wir setzen jetet Y =I5 = P, uwd dawv filr alle w:
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For every i > 1, a language L is in 37 if there exists a polynomial-time TM M and
a polynomial ¢ such that

ze L e Ju e {0,119 vy e 10, 119050 L Quuy € 10, 13900 AL (2, g, ) = 1

die where (); denotes ¥ or 3 depending on whether i is even or odd respectively.
Quawntoren

altervieren We say that L is in 117 if there exists a polynomial-time TM M and a polynomial
hier ¢ such that

\

v e L e Yu € {0,1190%0) 305 £ {0, 119050 . Qs € £0, 1190 Af (2, g, ) = 1
where (); denotes 3 or ¥ depending on whether i is even or odd respectively.

The polynomial hierarchy is the set PH = U; 3%
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Sei NP© =NP(C) = J {NP : C € C}. Dawm gjlt filr jedes w > 01 3P | = NP(Z2).

Fiir Jedes S 3P, gibt es vach Definition ein S* aus I, sodass S = ¢, ex-poly. y mit (xy) in S'3.
Dawmit ist S aber in NP(IIP)= NP(ZP).

Sei umgekehrt S in NP(X2). Dawn existiert eu eiver Eingabe x also eine Reihe von Queries a_i(xy)
an ein Orakel S’ ans Y . Da diese adaptiv sein knnen nelmen wir an, dass die TW die Anwor+ew
a_i(xM) sthow ivm Vorfeld rat. €s gilt davn, dass x i S, genan danwn wewn

q(x.y)
3y (A(xay) A ((a(”(xay)= 1) & (Q‘”(x,y)eS’))) VA

i=l
s exisitert eine — / \

Reihe von Queries : :
s6 dass die TW x und die geratenen Antworten mit den

akzeptiert Antworten des Orakels ilbereinstimmen
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n+1
Vollstawndiges Problem filr Level i: S 15
YiSAT = JurVua3 - - - Qius p(ur,ua, ..., u;) =1 \ ) /
| | - SF =11 = P.
Falls es ein vollstandiges Problem filr PH : _
geben sollte, so kollabiert PH. N Y1 = NP(XD).
3
. . . / \ Hﬂﬂ = CO‘Esz-
es ist leicht einzusehen, dass w7 A
p - ]
PH C PSPACE N Ay =P0).
AL PH = J,., 2.
Falls yedoch PH = PSPACE / \ i
. NP =3¥ [} = co-NP
gelten solite, so kollabiert PH. S
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